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Теорема еквiвалентностi для адитивних
нерiвностей типу Колмогорова
Доведено теорему еквiвалентностi для адитивних нерiвностей на вiдрiзку.
Описано пари констант, iз якими адитивнi нерiвностi виконуються на всьому класi
функцiй Ls.
Ключовi слова: адитивнi нерiвностi, теорема еквiвалентностi.
Доказана теорема эквивалентности для аддитивных неравенств на отрезке.
Описаны пары констант, с которыми аддитивные неравенства имеют место на всём
классе функций Ls.
Ключевые слова: аддитивные неравенства, теорема эквивалентности.
We prove the equivalence theorem for additive inequalities on a finite interval.
Besides, we describe a pair of constants so that the additive inequalities with that
constants are valid on the hole class functions Ls.
Key words: additive inequalities, equivalence theorem.
Нехай G — деяка вимiрна пiдмножина числової прямої R. Через Lp(G), 1 ≤
p ≤ ∞, позначимо простiр вимiрних функцiй f , таких, що ‖f‖Lp(G) <∞, де
‖f‖Lp(G) :=
(ˆ
G
|f(t)|p dt
)1/p
, якщо 1 ≤ p <∞,
‖f‖Lp(G) := vrai sup
t∈G
|f(t)|, якщо p =∞.
Як область визначення G функцiй f розглянемо вiдрiзок I = [a, b] або коло T ,
реалiзоване у виглядi вiдрiзка [0, 2pi] з ототожненими кiнцями. Якщо f ∈ Lp(G),
покладемо для скорочення ‖f‖p := ‖f‖Lp(G).
Для r ∈ N i s ≥ 1 через Lrs(G) позначимо простiр функцiй f , що мають
локально абсолютно неперервнi похiднi до (r − 1)-го порядку включно, причому
f (r) ∈ Ls(G). Нехай далi W rp (G) := {f ∈ Lrp(G) : ‖f (r)‖p ≤ 1}.
Для функцiї f ∈ Lq(G) покладемо
E0(f)Lq(G) := inf
c∈R
‖f − c‖Lq(G).
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Нехай k, r ∈ N, k < r, α ∈ (0, 1). Вiдомо, що нерiвнiсть
‖x(k)‖q ≤ K · ‖x‖αp · ‖x(r)‖1−αs (1)
виконується для всiх функцiй x ∈ Lrs(T ) тодi й тiльки тодi, коли на класi Lrs(T )
має мiсце нерiвнiсть
E0(x
(k))q ≤ K1 · E0(x)αp · ‖x(r)‖s. (2)
Для нерiвностi (2) вiдома теорема еквiвалентностi [2], що описує взаємозв’язок
цiєї нерiвностi iз задачами теорiї наближень.
Для функцiй x ∈ Lrs[a; b] нерiвностi (1) i (2) взагалi не виконуються. Природною
формою нерiвностей для норм промiжних похiдних функцiй x ∈ Lrs[a; b] є адитивна
форма
‖x(k)‖q ≤ A‖x‖p +B‖x(r)‖s. (3)
НехайMr,k(q, p)− точна константа в нерiвностi Маркова на просторi алгебраїч-
них многочленiв pir−1 степеня, не вищого за (r − 1), тобто
Mr,k(q, p) := sup
P∈pir−1
‖P (k)‖Lq [a,b]
‖P‖Lp[a,b]
.
Вiдомо [1], що (3) має мiсце для всiх x ∈ Lrs[a; b] (iз деяким B = B(A)) тодi й
тiльки тодi, коли A ≥Mr,k(q, p).
Зауважимо, що у випадку, коли q = p = s = ∞, задачу про знаходження пар
(A,B) констант, iз якими на класi Lrs[a; b] виконується нерiвнiсть (3), розглянуто
в працях [4; 5].
Основним результатом даного дослiдження є теорема еквiвалентностi для
адитивних нерiвностей, записаних у формi нерiвностей для найкращих наб-
лижень алгебраїчними многочленами. Як наслiдок одержано характеризацiю
(в апроксимативних термiнах) пар констант (A,B), iз якими виконуються
цi нерiвностi, а також необхiдну умову на пари констант (A,B), iз якими
виконується нерiвнiсть (3). Для доведення цiєї теореми еквiвалентностi необхiднi
нижченаведенi допомiжнi твердження.
Для функцiї f ∈ Lq[a, b] i m ∈ N ∪ {0} покладемо
Em(f)Lq [a,b] := inf
p∈pim
‖f − p‖Lq [a,b].
Лема 1. Якщо для будь-якої функцiї x ∈ Lrs[a, b] має мiсце нерiвнiсть
‖x(k)‖q ≤ A‖x‖p +B‖x(r)‖s,
то для будь-якої функцiї y ∈ Ls[a, b] виконується i нерiвнiсть
Er−k−1(yr−k)q ≤ AEr−1(yr)p +B‖y‖s, (4)
де yr(t) := 1(r−1)!
´ b
a
(t− u)r−1+ · y(t)du, а u+ = max{u, 0}.
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Доведення. Нехай x ∈ Lrs[a, b]. Покладемо y = x(r), тодi y ∈ Ls[a, b] i має мiсце
така нерiвнiсть:
‖y˜r−k‖q ≤ A‖y˜r‖p +B‖y‖s, (5)
де y˜r−довiльна первiсна r-го порядку вiд функцiї y.
Нехай y˜r := yr − Pr−1(yr), де Pr−1(yr)− алгебраїчний многочлен степеня, не
вищого за r − 1 найкращого наближення в метрицi простору Lp[a, b] для функцiї
yr. Тодi з нерiвностi (5) випливає нерiвнiсть (4), оскiльки ‖y˜r‖p = Er−1(yr)p
Er−k−1(yr−k)q ≤ ‖y˜r−k‖q.
Що i слiд було довести.
Уведемо клас функцiй W rp,0[a; b]:
W rp,0[a; b] = {f ∈ W rp [a; b] : f (i)(a) = f (i)(b) = 0, i = 0, r − 1}.
Лема 2. Нехай r ∈ N i p ∈ [1,∞]. Для довiльної функцiї y ∈ L1[a, b] має мiсце
рiвнiсть
Er−1(yr)p = sup
x∈W r
p′,0
ˆ b
a
x(t)y(t)dt.
Доведення. За теоремою двоїстостi [4] маємо
Er−1(yr)p = sup
‖z‖p′≤1,z⊥pir−1
ˆ b
a
z(t) · yr(t)dt.
До iнтеграла ˆ b
a
z(t)yr(t)dt
застосуємо r раз iнтегрування частинами. Нагадаємо, що
zj(t) :=
1
(j − 1)!
ˆ b
a
(t− u)j−1+ z(u)du, j = 1, r.
Оскiльки a− u ≤ 0, коли u ∈ [a, b], то (a− u)+ = 0, а тому
zj(a) = 0, j = 1, r.
Крiм того, оскiльки z ⊥ pir−1, то zj(b) = 1(j−1)!
´ b
a
(b − u)j−1 · z(u)du = 0, j = 1, r.
Урахувавши це, за допомогою iнтегрування частинами одержимо
ˆ b
a
z(t)yr(t)dt = (−1)r
ˆ b
a
zr(t)y(t)dt.
Покладемо x = zr. Тодi x ∈ W rp′,0 i
ˆ b
a
z(t)yr(t)dt = (−1)r
ˆ b
a
x(t)y(t)dt.
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Iз урахованням центральної симетричнiстi класу W rp′,0, матимемо
Er−1(yr)p = sup
x∈W r
p′,0
ˆ b
a
x(t)y(t)dt,
що i слiд будо довести.
Сформулюємо основний результат роботи.
Теорема 1. Нехай [a, b] ⊂ R; k, r ∈ N; k = 1, r − 1; A,B > 0; q, p, s ∈ [1;∞].
Тодi нижченаведенi твердження еквiвалентнi:
1) для будь-якої функцiї f ∈ Ls′ [a, b]
Ek−1(fk)q′ ≤ AEr−1(fr)p′ +B‖f‖s′ ;
2) має мiсце нерiвнiсть
E(W kq,0, A ·W rp,0)s ≤ B;
3) для будь-якої напiвнорми ψ на Ls
ψ(W kq,0) ≤ A · ψ(W rp,0) +B · ψ(W 0s ),
де W 0s := {x : ‖x‖s ≤ 1}− одинична куля в Ls[a; b].
Доведення. Для доведення теореми достатньо встановити правдивiсть ланцюж-
ка iмплiкацiй 1)⇒ 2)⇒ 3)⇒ 1).
Покажемо, що 1)⇒ 2). Застосувавши теорему двоїстостi [4], матимемо
E(W kq,0, A ·W rp,0)s = sup
g∈Wkq,0
E(g, A ·W rp,0)s =
= sup
g∈Wkq,0
sup
‖f‖s′≤1
{´ b
a
g(t) · f(t)dt− supu∈A·W rp,0
´ b
a
u(t) · f(t)dt
}
=
= sup
‖f‖s′≤1
{
supg∈Wkq,0
´ b
a
g(t) · f(t)dt− supu∈A·W rp,0
´ b
a
u(t) · f(t)dt
}
.
Iз урахованням леми 2, одержимо
E(W kq,0, A ·W rp,0)s = sup
‖f‖s′≤1
{Ek−1(fk)q′ − A · Er−1(fr)p′}. (6)
За твердженням 1) теореми для f ∈ W rs′,0 маємо
Ek−1(fk)q′ − AEr−1(fr)p′ ≤ B‖f‖s′ .
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Отже, iз (6) виведемо
E(W kq,0, A ·W rp,0)s ≤ sup
‖f‖s′≤1
B‖f‖s′ = B.
Таким чином, iмплiкацiю 1)⇒ 2) доведено.
Доведемо тепер, що 2)⇒ 3). Зафiксуємо довiльне ε > 0. Для будь-якої функцiї
f ∈ W kq,0 оберемо uε(f) ∈ A ·W rp,0 так, що
‖f − uε(f)‖s ≤ E(W kq,0, A ·W rp,0)s + ε.
Тодi з огляду на напiвадитивнiсть i додатну однорiднiсть функцiонала ψ одержимо
ψ(f) = ψ(f−uε(f)+uε(f)) ≤ ψ(f−uε(f))+ψ(uε(f)) ≤ ψ(W 0s )·‖f−uε(f)‖s+A·ψ(W rp,0).
Отже,
ψ(W kq,0) ≤ Aψ(W rp,0) + (E(W kq,0, AW rp,0)s + ε)ψ(W 0s ).
Звiдси, зважаючи на твердження 2) i довiльнiсть ε, одержимо твердження 3).
Таким чином, iмплiкацiю 2)⇒ 3) доведено.
Для доведення теореми залишилося встановити правдивiсть iмплiкацiї 3)⇒ 1).
Зафiксуємо f ∈ Ls′ [a, b] i розглянемо напiвнорму
ψ(y) :=
∣∣∣ˆ b
a
f(t) · y(t)dt
∣∣∣.
За лемою 2 для k ∈ N i q ∈ [1;∞] маємо
ψ(W kq,0) = sup
y∈Wkq,0
∣∣∣ˆ b
a
f(t)y(t)dt
∣∣∣ = Ek−1(fk)q′ . (7)
Крiм того,
ψ(W 0s ) = sup
‖y‖s≤1
∣∣∣ˆ b
a
f(t) · y(t)dt
∣∣∣ = ‖f‖s′ . (8)
Iз рiвностей (7) i (8) випливає iмплiкацiя 3)⇒ 1). Теорему доведено.
Наслiдок 1. Нехай A ≥ 0. Для будь-якої функцiї y ∈ Ls[a, b] нерiвнiсть
Er−k−1(yr−k)q ≤ AEr−1(yr)p +B‖y‖s
має мiсце тодi й тiльки тодi, коли
B ≥ B(A) := E(W r−kq′,0 , A ·W rp′,0)s′ .
Як було зазначено ранiше, необхiдну умову на константу A в нерiвностi (3)
одержано в працi [1]. Ураховуючи цей результат, iз наслiдку 1 i леми 1 одержуємо
необхiдну умову на пари констант (A,B) у цiй нерiвностi.
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Наслiдок 2. Якщо нерiвнiсть
‖x(k)‖q ≤ A‖x‖p +B‖x(r)‖s
має мiсце для всiх x ∈ Lrs[a, b], то:
1) A ≥Mr,k(q, p);
2) B ≥ E(W r−kq′,0 , A ·W rp′,0)s′ .
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